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1. Introduccion

SAT(F) es el problema de decision que consiste en determinar si la férmula
Booleana F tiene una asignacién de valores de verdad sobre las variables de F, que al
ser evaluada utilizando la 16gica Booleana cldsica de como resultado verdadero. Si
la férmula F estd en dos forma normal conjuntiva entonces SAT(F) puede resolverse
en tiempo polinomial, sin embargo si F estd en k forma normal conjuntiva, k > 2,
entonces SAT(F) es un problema NP-Completo. #SAT(F) es la version de conteo
del problema SAT, que consiste en determinar el nimero de asignaciones sobre
las variables de F que al ser evaluadas dan como resultado verdadero. #SAT(F)
pertenece a la clase de problemas #P-Completo incluso cuando F esta en dos forma
normal conjuntiva (#2SAT) [1].

Aunque el problema #2SAT es #P-Completo, hay casos que pueden resolverse
en tiempo polinomial [2] [3]. Por ejemplo, si la representacion grafica de la férmula
es aciclica, entonces el nimero de modelos se puede calcular en tiempo lineal. Ac-
tualmente los métodos para resolver #2SAT se basan en descomponer la férmula a
través de sus variables o clausulas para obtener férmulas mas simples. El algoritmo
reportado con mejor complejidad en tiempo fue presentado por Wahlstrom [4], la
cual es O(1,2377™) (dénde n es el numero de variables en la férmula).

Sobre gréficas serial paralelo el trabajo mas cercano al conteo de modelos esta
relacionado con el reconocimiento de este tipo de graficas y algunos problemas de
decision.

Schoenmakers [5] muestra un algoritmo de tiempo lineal para reconocimiento
de graficas serial paralelo, calculando una representacion origen-sumidero de esta
grafica usando un arbol de expansioén construido por anchura. La complejidad de
construir esta representacién es O(ny/n). Asi mismo Eppstein [6] propone un algo-
ritmo para reconocer géficas serial paralelo dirigidas y no dirigidas, basado en una
caracterizacién llamada descomposicion en oreja. Por otro lado Takamizawa [7] dice
que si una gréfica es restringida a la clase serial paralelo, entonces existen algorit-
mos de tiempo lineal para problemas de decisién y combinatorios como: cubierta
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de vértices minima, conjunto de vértices independientes maximal, subgréfica de
linea maxima (inducida), subgrafica outerplanar maxima (inducida), conjunto mi-
nimo de vértices de retro alimentacién, subgréfica médxima en escalera (inducida),
cobertura de trayectoria minima, entre otros.

En este articulo se presenta un algoritmo para el conteo de modelos en arboles
de graficas serial paralelo, el cual tiene una complejidad lineal.

2. Metodologia

Preliminares

En esta seccion se describen conceptos bésicos utilizados en el desarrollo del
articulo.

Forma Normal Conjuntiva

Siendo X = {x1, ..., Xn} un conjunto de n variables Booleanas (que sélo pueden
tener dos posibles valores falso (0) o verdadero (1)). Una literal puede ser la variable
xi, denotada también como x%, 0 su negacién xj, denotada como x(i).

Una férmula en forma normal conjuntiva es una conjuncién de cldusulas, y las
cladusulas son una disyuncién de variables.

Una asignacién s sobre F es una funciéon Booleana s : v(F) — {0,1} y definida

CcoOmao:

s(x%) = 1si s(x!) = 0, de otra forma, s(x") = 0.

Esta asignacién puede usarse con conjunciones y disyunciones:

m s(x Ay) =1sis(x) =s(y) =1, deotra forma, s(x Ay) =0

= s(x Vy) =0sis(x) =s(y) =0, de otra forma, s(x Vy) =1

Sea F una férmula Booleana en forma normal conjuntiva, y s una asignaciéon
sobre las variables de F, s satisface a F si se cumple que para toda cldusula c en F,
s(c) = 1.

La gréfica restringida de una 2 Forma Normal Conjuntiva

Existen algunas representaciones gréficas de una forma normal conjuntiva, en
este caso se describe la gréafica primal signada (grafica restringida). Sea F una dos
forma normal conjuntiva, su gréfica restringida se denota por Gr = (V(F), E(F)),
donde los vértices de la gréfica son las variables (V(F) = v(F)) y el conjunto de
aristas E(F) se conforma por todas las clausulas en F, esto es para cada cldusula
{xf,x;/} € F existe la arista {xf,x;/} € E(F). Para x € V(F), 8(x) denota su grado, el
namero de aristas incidentes en x. Cada arista {x£, x]?/} tiene asociado un par (e, v),
que representa cuando las variables x; o x; aparecen negadas o no.
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Métodos de conteo para #2SAT

En articulos relacionados al conteo de modelos sobre férmulas en dos forma
normal conjuntiva se considera como idea basica el uso de una tupla (x4, 3i) sobre
cada vértice x; en la gréfica G, dénde «; representa el ntimero de veces que x;
aparece con una asignacién positiva en los modelos de G y 3; el nimero de veces
que aparece negaiva.

Existen métodos reportados para el conteo de modelos de una dos forma normal
conjuntiva F [8], por ejemplo:

Si la grafica representa un camino de la forma

Pro={{x{5)" ) {52, %37, - {x ], X'} de n vértices, el nimero de modelos

estd dado por la suma de los elementos (&, fn). Donde (x1, 1) = (1,1) y la
tupla para los demas vértices se calcula segtn los signos de acuerdo a la siguiente
recurrencia:

2061—1 +Bi-1, 061—1; if E€1—1,Yi—1; = El,lg

_ (1, 1 + Bi-1)  if (e4-1,vi-1) = (1,0

(@, Be) = (i1 +Bi-1,Bi-1) if (ei-1,vi-1) =(0,1) @
(Bi—1,0ti—1 + Bi—1) if (ei-1,vi-1) =(0,0)

i/ i’

de modelos para estas cldusulas es dado por:

Si {x:? ij} y {x:? x]ﬂ} son dos clausulas paralelas en la férmula F, el nimero

(i, o) if (e1,v1) = (1, 1) and (ez,v2) =(1,0)
(o‘i + f’i/o) if (61/“/1) = (1/ 1) and (62/‘Y2) = (0/ 1)
(Bi,ei)  if(e1,v1) =(1,1) and (ez,v2) =(0,0)
(i, Bi)  if(e1,v1) =(1,0) and (e2,v2) =(0,1)
0, i + Bi) if (e1,v1)=(1,0) and (e2,v2) =(0,0)
(Bi,Bi)  if(e1,v1)=(0,1) and (e2,v2) =(0,0)

(o5, By) = (2

Si {x{', x]?” b2y Ax, x}“} son tres cldusulas paralelas en la férmula F,

el nimero de modelos para las clausulas se calcula:

(0/ (Xi) if (61/Y1) = (1/ 1) and (€Z/V2) = (1/0)
and (63/ 'Y3) = (Or O)

(i +Bi,0)  if (e1,v1) =(1,1) and (ez,v2) =(1,0)
and (€3I’Y3) = (Orl)

(Bi, i)  if(e1,v1)=(1,1) and (ez,v2) =(0,1)
and (e3,v3) =(0,0)

(i, Bi)  if(e1,v1) =(0,1) and (ez,v2) =(1,0)
and (63/ ‘Y3) = (Or O)

(o5, Bj) = (3

Para realizar el conteo de modelos en gréficas tipo arbol se necesita hacer un
recorrido primero en profundidad del arbol, es decir, el proceso de conteo de
modelos se realiza de las hojas a la raiz, por eso es necesario hacer el recorrido
en postorden, asegurando que al llegar a la raiz se han contado los modelos sobre
todos los demas vértices. El procedimiento durante el recorrido es como sigue:
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Algorithm 1: Algoritmo para conteo de modelos sobre drboles, utilizando
los valores asignados a los vértices.

Result: #SAT(F) en v;

1. Si el vértice v; es hoja, los valores asignados son («;j, 35) = (1, 1).

2. Dado el vértice vj, teniendo un nimero k de hijos v; : 1 < i < k, Los modelos
se calculan con respecto a las aristas que unen a cada v; con vj utilizando la
ecuacion[I]y se multiplican los valores (e, 31) obtenidos en cada operacion.

(O‘j/ 6)) = (ﬂ]'le(xir ”1521[31) 4)

Ademds de asociar una tupla (x, 3) a cada vértice, se asociard un elemento
direccional a cada arista de la gréfica.

Gréficas serial paralelo

Las graficas serial paralelo cumplen con las siguientes caracteristicas:

» No contienen como subdivision a la grafica completa de cuatro vértices k.
» Sies una gréafica simple, debe contener al menos un vértice de grado 2.

» Se construyen a través de dos operaciones:

¢ Composicion serial: Se divide una arista en la gréafica en dos, incluyendo
un vértice nuevo en la grafica. Dada la arista e; = (x,y), al dividirse, y
agregar el nuevo vértice z, se generan las aristas e; = (x,z) y ex = (z,y),
sustituyendo la arista original en la grafica.

¢ Composicion paralela: Se duplica una arista en la grafica. Dada la arista
ei = (x,y), se genera una nueva arista e; = (x,y) y se agrega a la gréfica.

Descomposicién de graficas serial paralelo

Una géfica serial paralelo se puede deconstruir usando las operaciones de com-
posicién de manera inversa como se demuestra en [9] y se resume a continuacioén.

Descomposicién serial

La operacién de descomposicion serial la definimos como una contraccion de
aristas, en la cual al tener un vértice x; de grado 2 en la grafica, 6(xj) = 2, se toman
las dos aristas que lo contienen e; = {xi,Xj} y e2 = {Xj, X1}, y se construye la
nueva arista e3 = {xi, xx}. Esta operaciéon permite contraer caminos de n vértices,
Pn = {{x1, %2}, {x2,%3}, ..., {Xn-1,Xn}}, @a una sola arista {x1, xn }.

Descomposicién paralela

La operaciéon de descomposicion paralela la definimos como una unién de aris-
tas, y consiste en reducir un ntimero finito de aristas paralelas uniéndolas en una
sola arista, que las represente dentro de la grafica. Las graficas serial paralelo

Informaticae Abstracta. Afio 2023, Vol. 1, No. 1



permiten que existan m caminos, entre un mismo par de vértices, y al aplicar la
descomposicion serial se obtienen un conjunto de m aristas uniendo dos vértices.
Al contraer un conjunto de aristas ey = {Xiqul}/ 1 < 1 < m, se busca obtener una
arista que las representa {xi, x;}.

3. Resultados

En esta secciéon se muestran las estructuras, métodos y ecuaciones desarrolladas
para poder llevar a cabo las operaciones y el conteo de modelos.

Estructuras especificas

A continuacion se definen la estructuras necesarias para llevar a cabo el método
de conteo.

Elemento direccional

Para una cldusula {xf,x;/}, una cuadrupla Cyx; es asociada a la arista que la
representa en la grafica G. Una cuddrupla Cy;x; = {ayj, by, al " b} ).} representa los
modelos para las asignaciones posibles de la literal x;. Inicialmente los valores para
esta cuddrupla son tres elementos unitarios y un cero, los cuales representan los
tres posibles modelos que una cldusula de dos variables tiene asociada, como se
presenta en la ecuacién

(1,1,1,0) if (e,y) = (1,1)
(1,0,1,1) if (e,v) = (1,0)
(1,1,0,1) if (e,v)=(0,1)
(0,1,1,1) if (e,v) =(0,0)

Cyinj = ()

Esto se puede observar directamente con un ejemplo. Dada la cldusula (x; V X2),
la variable x; en disyuncién con la negacion de la variable x, la tabla de verdad
que la representa es:

X1 | X2 | (x1VX2)
010 1
0|1 0
110 1
11 1

Figura 1: Valores de verdad dados para la clausula (x; V X2).

Para las posibles combinaciones de signos restantes se puede crear su tabla de
manera similar.
Aristas extendidas

El conjunto de aristas extendidas se contruye a partir de las aristas originales
de la gréfica, para toda arista e = {xi,x;} € E(G) con signos (e,v), existe la arista
extendida e’ = {xi, x;, Cxixj} € E’(G), donde Cxix; se calcula con la ecuacién
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Vértices extendidos

El conjunto de vértices extendidos se construye con los vértices originales de
la grafica. para todo vértice x; € V(G), existe x; € V/(G) con una tupla asociada
(i, B1). Los valores de a4 y 3i deben ser inicializados con 1.

Descomposicién de graficas tipo arbol

El objetivo de la descomposicién de un arbol es poder reducirlo desde sus
hojas hacia la raiz, en este caso se busca poder realizar esta reduccién durante la
construccién post orden arbol.

Reduccién de vértices hoja

Dentro de las gréficas tipo arbol o camino, siempre existen vértices de grado
1, y esta operacion de reduccion busca poder eliminar este tipo de vértices de la
grafica. Dado un vértice x; € V(G), 8(x;j) = 1, y la arista incidente a el e, = {xi, %},
esta operacion busca eliminar e, y x; de G, E(G)\e; y V(G)\x;. El objetivo de esta
operacién es poder llegar a tener un solo elemento en el conjunto de vértices V(G),
y que el conjunto E(G) sea vacio.

Conteo sobre una contracciéon de aristas

Como primera operacién para resolver el conteo en las gréficas serial paralelo
tenemos la contraccion de aristas. Esto quiere decir si se tienen dos aristas exten-
didas, €] = {xi,%5, Cxix]-} y e, = {x, xx, ijxk}, ademads de un vértice extendido
x; con la tupla asociada (e, 35). Al realizar la contraccién con las aristas e}, e/, se
generard una nueva arista e]_, uniendo x; con xy, €]_, = {xi, Xk, Cx;x, }, en la cual
se calcula el nuevo elemento direccional C,x, con las siguientes ecuaciones:

T1(Cxixie) = T1(Coxyxi )1 (Crxix; ) + T2 Coyxi )73(Cxcix; ) B (6)
T2(Cxixie) = T1(Coxyxi)T2(Crxix; )5 + T2(Cyn )04 (Cxix;) B 7)
73(Cxixi) = T3(Coxyxi )7 (Cxin; )G + T04(Coxyxy )73(Crxx; ) B (8)
T4(Cxixie) = T3(Coxyxi)2(Crxix; ) + T4 Coynp )74 (Ccix; ) B )

Donde 711 (Cx, x ; ) es la funcién de proyeccion sobre el elemento 1 de la cuddrupla.

Por ejemplo, dadas las aristas
e] = {x1,%2,{1,0,1,1}} y €5 = {x2,%3,{1,1,1,0}} sobre el vértice x, con la tupla
asociada (o, B2) = (1,1)

Generar la arista e]_, da el elemento direccional Cx,x, = {2,1,1,0}, que como
se vid en la seccién anterior, 711(Cx,x;) ¥ m2(Cx,x;) representan los modelos en los
que x3 aparece positiva, y 73(Cx,x;) ¥ m4(Cx,x;) €n los que aparece negativa. El
total de modelos en la cldusula e]_, estd dado por la suma de los elementos de la
cuadrupla Cy, x,. Tomando la tabla de verdad de estas dos cldusulas:
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X1 | X2 | X3 | (x1 VX2) A (x2 V x3)
0]0]O0 0
0101 1
0] 10 0
0111 0
17010 0
11011 1
17110 1
1 (11 1

Figura 2: Tabla de verdad de la férmula (x1 V X2) A (x2 V x3).

Al aplicar el procedimiento de contraccion en las dos aristas, tenemos como
resultado la siguiente tabla:

e1—2 = {(x1 VX2) A (x2 V x3)}
0

x
A
X
)

Rl R Rolo o o
OO OoORO
e e L k== =]

Figura 3: Tabla de verdad de la férmula (x; V X2) A (x2 V x3) eliminando a x, de ella.

Se puede observar que la contraccién de las cldusulas permite omitir la columna
que representa a la variable en comun x;. Al poder realizar esta simplificacion de la
férmula, eliminando variables de ella, se reduce su tamafio y por lo tanto también
se reduce el tiempo de procesamiento en algoritmos posteriores.

Lemma 1. Sea F una formula que representa un camino P, = {{x] 1,x;1}, {x; Z,X;/2} e

{xf;fll, xi"'}}, dénde la tupla asociada (i, 1) corresponde al elemento x, si se aplica la
regla de contraccion sobre los vértices Xy, ...Xn-1, hasta obtener una tripleta {x1, xn, Cx;x,, },

entonces:

#2SAT(F) = 7Tl(Cxlxn)ocn + WZ(Cxlxn)Bn
+ 7'[3(Cxlxn)‘xn + 7-[4(Cx1xn)[3n (10)

Demostracion. Inicialmente oy = i = 1, compardandolo con el método de conteo
conocido en (1| y de manera inductiva. Teniendo la cldusula simple {xle,x;/} el
niamero de modelos corresponde a los calculados en la ecuacién (1] y como se
muestra en la figura 4 y en la figura |5/ la cuddrupla correspondiente, en ambos
casos los modelos calculados son tres.
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(1,1) (2,1)
X5 x;/

Figura 4: Camino P, usando la ecuacién #SAT(F)=op+pPr=2+1=3.

1,1 1,1
S R BT
X1 ——— X2

Figura 5: Camino P, usando conteo sobre contracciéon de aristas, #SAT(F) =

En un camino P; con aristas {{x;*,x)'},{x,’,x;’}} el ntiimero de modelos es 5
si(yi = €5) 04si(vi # €j).

(1,1)
X1

Ly @y (1)

(1,1,1,0) (L1 (1,1,1,0) (2,1,1,1)
X2 — X3

., X1

Figura 6: Camino P3 aplicando contraccién sobre las aristas de x;.

Por hipétesis de induccion an + Bn = 71(Cxx,,) + ™2(Cxyx,) + mM3(Cxyx, ) +
14(Cxyx,, ), por demostrar que otn+1+Bn+1 = T (Cxyxrer) 2 Coxyxner) T3 (Coxtyxnn ) +
Tt4(CX1Xn+1)'

Sie =1yvy =1, entonces al aplicar la ecuacién O+l = 0n + P ¥ P+l = Xn.
Por otro lado m1(Cx, x,.;) = 1, M2(Cxpxnie) = 1 m3(Cx,ixner) = 1, a(Cxpixny) =0,y
ﬂl(Cxlxn) + T[Z(Cxlxn) = 0n 7[3(Cx1xn) + 7T4(Cx1xn) = Pn.

Por lo tanto al aplicar las ecuaciones 6, 7, 8 y 9, el valor de

ﬂl(menH) = 7Tl(CXan) + 7[3(CX1Xn) =
otn — M(Cxyx, ) + Bn — ma(Cxyx,.) ¥ para

ﬂZ(Cxlan) = 7-EZ(Cxlxn) + 7t4(Cx1xn) =
on — T1(Cxyx,,) + Pn — m3(Cx,x,, ), ahora el valor

Xn+l = 7T1(Cx1xn+1) + 7T2(Cx1xn+1) =
Kn — 7'fz(cxlxn) +Bn - 7'[4(Cx1xn) +on — ﬂl(Cxlxn) +Bn - 7T3(Cx1xn) =200 +2Bn —
(ﬂl(Cxlxn) +7'[2(Cx1xn)) - (7'53(Cx1xn) +7T4(Cx1xn)) =200 +2Bn—Xn—Pn = tn+Pn.

Al aplicar la ecuaciones el valor de

7'[3(Cx1xn+1 = 7Tl(Cxlxn) = &n — 7[2(Cx1xn) y para 7T4(Cxlxn+1) = 7'CZ(Cxlxn) =
oty —71(Cx;x,, ), ahora el valor de Bn+1 = T3(Cxyxy F74(Cxyxyy) = &n—T2(Coyx, )+
oan — M (Cxyx,) = 20tn — (1(Cxyx,, + M(Cxyxy) = 200 — & = &n. En resumen
Kn+l = Xn + PBn y Br+l = Xn.

El paso inductivo es un andlisis sobre los valores de e y y

Ejemplo, sea F={{xi, x%}, {xé, xg}, {xg, X}L}, {xg, xg}} una férmula cuya grafica
restringida es un camino. Las tripletas para cada cldusula son: {x1,x2,(1,1,1,0)},
{Xz, X3, (1, 0, 1, 1)}, {Xg, X4, (1, 1, 0, 1)}, {X4, X5, (O, 1, 1, 1)}

La representacion que usaremos para las cuddruplas es la siguiente:

(41 (1,1,1,0) @1 (1,01,1) (LD (1,1,0,1) @D 0,1,1,1) @D
X1 X2 X3 X4 X5
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Primero necesitamos contraer {x%, x;} y {x2, xg} en una arista nueva de x1 a x3.
Usando las ecuaciones (6-9) obtenemos las nuevas cuddruplas.

(11) (1,1,2,1) (1) (1,1,0,1) (L1 0,1,1,1) (L1
X1 X3 X4 X5

Ahora se hace la contraccion sobre las aristas de x3, obteniendo:

(11) (3,2,2,1) (L1 0,1,1,1) (L1
X1 X4 X5

Finalmente con la contraccién en las aristas de x4 se obtiene:

(1,1) (2,1,5,3) (1,1)
X] — X5

El niimero de modelos de la férmula original se obtiene sumando los cuatro
elementos de la cuddrupla, multiplicando por (s, 35):
#2SAT(F) =2*1+1%1+5%1+3=1, dando como resultado 11 modelos.

Conteo en una union de aristas

Si ey, ..., en son las aristas paralelas sobre el mismo par de vértices xi,x;j, €7 =

1
{xi,%5, Cxixj} : 1 < 1< h. La unién puede llevarse a cabo con la ecuacién:

h
(Cxexy) = | | (o) (11)
=1

Donde k =1,2,3,4, y se puede formar la nueva arista e;—nh = {x,%;, Cx;x;}

Lemma 2. Sea F una formula representada por una grifica con dos o mds cldusulas paralelas

e.g. F={{x{", x) '}, {x{?,%)*}} o la formula F={{x{",x)"},{x{*, %)}, ...,
{x{™,x)™}}, se aplica la union de aristas hasta obtener la arista que las represente a todas

(x1, %2, Cxyx,) entonces:

#2SAT(F) = 7T1(Cx1xz)0¢2 + ﬂz(CXle)Bz
+ T[3(CX1X2)O£2 + 7T4(CX1X2)[32 (12)
Demostracion. Un caso de anélisis simple comparando los resultados de los algo-

ritmos conocidos de las ecuaciones 2] y B El resultado para dos clausulas paralelas
se muestra en la figura 7] (mostrando sélo el elemento direccional Cy;x;) y su unién

en la figura
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(11) Ly (@1 Ly @1 Ly @1 (11)
1,1) 11y @1 (1,1)

Xin xixj

Figura 7: Casos paralelos sobre dos clausulas.

(1) (1,0,1,0) 1@ (1,1,0,0) b an (0,1,1,0) b an (1,0,0,1) 4D
X{ ———%j Xi ——Xj X{ ——mmM8M8Xj X{ ———%j
(L1) 0,01,1) L) @y 01,01) (L1)

i % Xi ————— %

Figura 8: Aplicando conteo sobre unién de aristas en los casos de dos cldusulas.

De la ecuacién [2| el par («i, 1) obtenido en casos de dos cldusulas paralelas
(') y (%x?) son (2,0) si (e1,v1) = (1,1) y (e2,v2) = (0,1), Es (0,2) si

(e1,v1) = (1,0)y(e2,v2) = (0,0), y (1,1) en los demas casos. Para el anélisis sobre
tres clausulas es similar.

Conteo sobre una reduccion de vértice

Para realizar el conteo de modelos en gréficas tipo arbol se necesita hacer un
recorrido post orden del &rbol (no necesariamente binario), es decir, el proceso de
conteo de modelos se realiza de las hojas a la raiz. El procedimiento durante el
recorrido es como sigue:

Algorithm 2: Algoritmo para conteo de modelos sobre &rboles, utilizando
aristas y vértices extendidos.

Result: #SAT(F) en x;

1. Si el vértice asociado es hoja los valores asociados al vértice son

(o5, B5) = (1,1);

2. Dado el vértice x;, teniendo un nimero k de hijos x; : 1 < j < k, y el
conjunto de aristas con elemento direccional Cxjxis los valores (&4, 1) se
calculan usando las ecuaciones 13|y

xi = ﬂgil(ﬂl(cx]-xi)(xj + WZ(Ciji)Bj) (13)

Bi = ﬂ}czl(ﬂg)(CXin)(x]. + 7T4(ijx1)[3j) (14)

Lemma 3. Sea F una formula representada por una grdfica tipo drbol, con raiz x;, entonces:
#SAT(F) se calcula con el algoritmo
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Demostracion. Ya que el algoritmo [1| es correcto, la prueba consiste en comparar
que la salida del algoritmo [2|es equivalente a la salida del algoritmo

Ya que los signos en la recurrenciall| para el algoritmo(l} se reemplazan por las
cuadruplas en el algoritmo |2, entonces las operaciones son equivalentes.

Ejemplo, un caso de analisis sobre una gréfica tipo arbol con cinco vértices
usando la ecuaciénfd) y las ecuaciones [13]y [14se muestran en las figuras[9)y

()
© Xz~
() ()
X X2X/ \XXA ~
Ly / \gl,l)
X1 X5
()
© X3~
2,1 1,2)
X XZQ/ \&x4 ~
Ly / \g1,1)
X1 X5
29

© X3~
2,1 1,2)
X XZQ/ \g(le ~
Ly / \g1,1)
X1 X5

Figura 9: Representacion y conteo sobre una gréfica tipo arbol con cinco vértices,
tomando como raiz x3, usando la ecuacic’)n

(23)

X3 (][0
24,2
\ 9

29
X3

Figura 10: Representacién y conteo sobre una gréfica tipo arbol con cinco vértices,
tomando como raiz x3, usando las ecuaciones|[13]y
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Conteo sobre drboles con subgrificas serial paralelo

El método para realizar el conteo sobre arboles con subgréficas tipo serial
paralelo, sigue los siguientes pasos:

» Identificar el arbol de la grafica, para saber cudl serd el vértice raiz.

» Identificar los puntos origen y sumidero de las subgraficas serial paralelo den-
tro del arbol.

» Reducir las subgraficas serial paralelo con los métodos presentados en las
secciones 3y 3|

» Recorrer el arbol y aplicar el algoritmo

Theorem 1. Si F es una férmula tipo drbol con subférmulas tipo serial paralelo, entonces
el método de conteo calcula #2SAT(F) de manera correcta.

Demostracion. Por los lemmas [1| y 2| se demuestra el conteo sobre graficas serial
paralelo y por el lemma 3| el conteo sobre graficas tipo arbol.

Ejemplo

Ahora usaremos un ejemplo para aplicar nuestro algoritmo.

1Dalda la fér{nulalei[{x%,;c%},l{x%o,ﬁ }1, {x%, xé},
ot el P Bl Do oy
{X{' X1(1J}' {Xsi X5}1' {X5'1X10}1' {X1zi X13%' {xqp %14}
{x02r X91 1 X0 Xg b X4 Xg b X5, Xg 1}

Usaremos la representacion gréfica de la férmula usando vértices extendidos y
el conjunto de aristas extendidas E’ = {{x1,x3,(1,1,1,0)}, {x10,%x1,(1,1,1,0)},
{XZ/ X3, (1/ 1/ 11 0)}/ {XIO/ X2, (1/ 1/ 11 0)}/

{x4,%x3,(1,1,1,0)},{x3,%s,(1,1,1,0)},
{x10,%4,(1,1,1,0)}, {x9,%10,(1,1,1,0)},
{X7, X10, (1r 1/ 1/ O)}/ {X6/ X5, (1/ 1/ 11 0)}/
{xs,x10,(1,1,1,0)}, {x12,%13,(1,1,1,0)},
{x12,%14,(1,1,1,0)}, {x12, %11, (1, 1,1,0)},
{Xll/ X8, (11 1/ 1/ O)}/ {X14/ X8, (11 1/ 1/ O)}/
{x13,%s,(1,1,1,0)}}:
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16

(11)
O _xs (1,1,1,0) (1,1)
Ly e
(x3 H/ O\ . X11

|
(1,1,1,0) (1P

X12

Figura 11: Representacion gréfica de F.

Tomando la representacion grafica de la figura tomaremos como raiz de
la grafica a xg y tenemos dos subgraficas serial paralelo, la primera tiene como

vértices origen y sumidero a los vértices x19 y X3 respectivamente, y la segunda tiene
como vértices origen y sumidero a X12 y Xs.

El proceso de reduccion de estas subgraficas serial paralelo se muestra en los
lemas[I]y 2} y el resultado se ilustra en la figura

L)

5 %(Ll)
AN
(1,1) o s

X3

Figura 12: Representacién grafica de F al aplicar la reducciéon de las subgréficas
serial paralelo.

Posteriormente se realiza el recorrido del arbol aplicando el conteo por reduc-
cién de vértice, como se muestra en las siguientes figuras.
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L)
X8 )

Figura 13: Arbol sobre el que se aplicard el procedimiento de conteo.

11

s =L 0
X12

(1,1)
X8 (8 7
>17
) ) (1,1)
)
Q;\‘ \ .
(1,1)
X3
NG
r\\
y\\
@\
(41
X10
7 7,
29 (1,1)
X5

Figura 15: Resultado de la reduccién del vértice x;.
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L1
X8 (87
O L1 @y
S X12
(L1)
X3
N
y\\
'\\’\
&
41
X10 7

Figura 16: Resultado de la reduccién del vértice xg.

1n

X3 (87
9 SSNBY
‘ x12

Figura 17: Resultado de la reduccién del vértice xs.

11)

xg (8
) L @y

Y
/'\ X12

\S
(98,14)

X3

Figura 18: Resultado de la reduccion del vértice x1o.

(112,98)
xs _ (8

L1y

X12

Figura 19: Resultado de la reduccién del vértice x3.

(1008,196)
X8

Figura 20: Resultado de la reduccion del vértice x1.

Como resultado del ejemplo se obtiene un total de 1204 modelos en la férmula

F.

Aunque ya extistian métodos para contar sobre arboles como los presentados
en [8], este método permite conservar los modelos que representan subgraficas
tipo serial paralelo, en una sola arista, con lo que se puede aplicar la operacién de
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reduccién por vértice y obtener el conteo de modelos correspondiente. Con esto
se logra extender el tipo de férmulas sobre las que se puede contar modelos en
tiempo lineal.

4. Conclusiones

En este articulo se presento una nueva forma de contar modelos sobre graficas
tipo camino y arbol. El nuevo método permite contar sobre graficas tipo drbol que
contiene subgrafias serial-paralelo dentro de él. Adicionalmente, el procedimiento
presentado se puede realizar en tiempo lineal, ya que como demostraron en [9]
contar sobre gréficas serial paralelo se puede hacer en tiempo lineal debido a que
el procedimiento utiliza el ntimero de aristas y vértices en la grafica serial paralelo
(O(n + m)), y el conteo sobre graficas tipo arbol también es lineal ya que se hace
un recorrido en post orden sobre sus vértices (O(n)).
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