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Informacién del Articulo Resumen
Recibido: 6-nov-2024 Se propone el uso de una envolvente convexa aplicado a cuatro diferentes es-
Aceptado: 17-dic-2024 cenarios para determinar el subconjunto de puntos mds alejados y establecerlos

como puntos terminales, con el fin de alimentar un modelo de programacién
Palabras clave: envolvente convexa, Jineal entera. Cada escenario esta conformado por un conjunto de puntos

rutas, enrutamiento de vehiculos distintos con coordenadas geograficas y un punto de destino denominado
depésito. El modelo propuesto toma de referencia los aspectos mas relevantes
del Problema de Enrutamiento de Vehiculos para generar el conjunto rutas
de transporte hacia un depdsito para cada escenario. Las rutas obtenidas con
este modelo y el uso de la envolvente convexa, para la determinacién del
subconjunto de vértices terminales, obtienen rutas 6ptimas dirigidas hacia el
depésito en tiempos computacionales cortos.

1. Introduccion

El Problema de Enrutamiento de Vehiculos (VRP, por sus siglas en inglés), es cono-
cido por ser uno de los problemas combinatorios con una gran variedad de aplicaciones
en diversas &reas [1], el cual consiste en determinar rutas éptimas para un conjunto de
vehiculos que deben atender una serie de clientes desde un depésito, minimizando cos-
tos como distancias o tiempos [2], [3]]. Se sabe que el VRP tiene sus origenes en el clasico
Problema del Agente Viajero (TSP, por sus siglas en inglés), en el cual un vendedor debe
visitar un conjunto de ciudades (puntos) y regresar a la ciudad de partida; existe un cos-
to de viaje desde una ciudad 1 a una ciudad j, el objetivo es visitar cada ciudad una sola
vez, minimizando el costo total del viaje [3]. E1 TSP tienen distintas variaciones, en [2] se
hace mencién del denominado Problema del Agente Viajero Mdltiple (mTSP), donde la
formulacién del problema implica tener varios vendedores que parten de un mismo pun-
to y retornar a este, cada vendedor debe visitar distintas ciudades sin que ninguno pase
por una ya visitada, por lo que la solucién al problema consiste de m rutas.

Partiendo del TSP y del mTSP, el VRP se enfoca en la determinacién del conjunto 6pti-
mo de rutas que debe realizar un grupo de vehiculos para atender a un conjunto determi-
nado de clientes. Es uno de los problemas de optimizacién combinatoria mds importantes
y estudiados por més de 60 afios, donde su importancia e interés se debe a su relevancia
préctica, asi como por su dificultad [2], [4].
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La envolvente convexa (convex hull), en términos referentes a teoria de graficas [5],
permite identificar la minima cantidad de vértices que pueden encerrar al resto de ellos,
sus aplicaciones en dicho campo son notorios, y bajo este concepto es factible su aplicacion
en el drea del VRP.

El objetivo de este trabajo, es implementar una envolvente convexa al conjunto de datos
geograficos en cada escenario para determinar el subconjunto de puntos en donde rutas
de transporte pueden iniciar o finalizar. Esto beneficia a un modelo de VRP que determina
rutas en un sentido (rutas de ida o regreso), ya que la complejidad del modelo se reduce
y por ello resolverlo con métodos exactos se puede realizar en tiempos computacionales
cortos.

El presente documento se estructura de la siguiente manera: en Trabajos relacionados, se
muestran implementaciones de la envolvente convexa al contexto del VRP; en Formulacion
del problema se detalla el funcionamiento y caracteristicas del VRP, la envolvente convexa,
asi como algunos algoritmos para obtenerla; en Implementacion de la Envolvente Convexa a un
caso de CVRP se describe la estructura de los datos usados, el método usado para calcular
la envolvente convexa y el modelo matemético propuesto para determinar las rutas de
transporte; en la seccién Experimentacion se menciona el comportamiento de los datos y
las herramientas utilizadas para logar el objetivo descrito; en Resultados se muestran las
rutas y las valoraciones obtenidas para cada escenario; y finalmente en Conclusiones se
redactan los hallazgos obtenidos en este trabajo.

2. Trabajos relacionados

El uso de la envolvente convexa en el tema del VRP no es muy amplio, la mayoria de
trabajos la utilizan como una técnica para valorar la calidad de la solucién, S. S. Néia et
al. [1] proponen una sugerencia para valorar la calidad de las rutas obtenidas en un VRP,
mediante un analisis geométrico utilizando una envolvente convexa para la determina-
cién del tamafio de un area propuesta; por otro lado, B. Kallehauge [6] da un revisién de
algoritmos exactos aplicados a una variante del VRP con ventanas de tiempo, conocido
como VRPTW, en donde se detalla la relaciéon del VRP con el TSP mediante algunos mé-
todos exactos, como la relajacién Lagrangiana que utiliza una envolvente convexa de los
vectores de incidencia de soluciones. T.K. Ralphs et al. [7] describen los aspectos mas rele-
vante del algoritmo branch and cut, ya que disefian subrutinas para separar efectivamente
un punto fraccionario dada la envolvente convexa. J. M. Belenguer et al. [8] consideraron
una version de un VRP denominado Problema de Rutas de Vehiculos de Entrega Dividi-
da (SDVRP, por sus siglas en inglés), donde definieron una solucién factible al problema
mediante una envolvente convexa de los vectores de incidencia asociados. Hao Tang et al.
[9] propusieron un método heuristico interactivo para resolver un VRP, donde detallan la
importancia del aspecto visual de las rutas en aplicaciones préacticas de trasporte de carga,
evitando cruces y siendo compactos; la envolvente convexa la utilizaron como una métri-
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ca para valorar la calidad de las soluciones determinadas por su método heuristico. Mir
Mohammad et al. [10] desarrollaron un método heuristico de biisqueda local, basado en la
insercién mas cercana de construccién de la envolvente convexa para un TSP, denominado
método de insercién mds cercano en la busqueda local de envolvente convexa (NICH-LS).
Como se muestra en los trabajos mencionados el uso de metodologias permite determinar
los espacios de solucién y pardmetros iniciales de biisqueda en distintas variaciones de la
aplicaciéon del VRP, por ello este articulo muestra una aplicacién mds de la combinacién
de la envolvente convexa y el VRP para determinar un conjunto de rutas generadas desde
puntos ubicados en el contorno de un drea hasta un depésito central, pasando por varios
paradas a una distancia minima.

3. Formulacion del problema

La mayoria de implementaciones relacionadas al VRP son resueltas por métodos apro-
ximados [9], [11], [12], lo que lleva a generar soluciones “buenas”, sin embargo, no son las
soluciones 6ptimas que puede arrojar un método exacto [6] al resolver modelos matema-
ticos de VRP. En las siguientes secciones se relatan los elementos asociados al VRP, los
modelos de Programacion Lineal Entera (ILP, por sus siglas en inglés), asi como de la
aplicacién de una envolvente convexa para determinar rutas 6ptimas para cuatro destinos
distintos, que se interpretan como diferentes escenarios para este trabajo.

Problema de Enrutamiento de Vehiculos

Como se ha mencionado, el VRP consiste en la obtencién de rutas siguiendo una se-
rie de restricciones de transporte, algunas de las cuales pueden ser genéricas, como el de
iniciar desde un punto especifico (depdsito) y retornar al mismo como en algunos otros
casos atender una serie de peticiones de transporte como pasar por ciertos puntos o aten-
der demandas [2]. La representacién de un VRP se suele dar mediante gréficas, teniendo
un conjunto de vértices (nodos) y de aristas (arcos) que conectan dichos vértices, ver Fi-
gura|l} Dada su complejidad computacional existen una gran variedad de métodos tanto
exactos como aproximados para resolver un VRP, asi como alguna de sus variaciones [2],
[12], [13]]; sin embargo los métodos exactos conllevan un mayor costo computacional por
lo que se suele preferir el uso de heuristicas o metaheuristicas [14] para la determinacién
de una solucién.

Una variaciéon mas conocida del VRP es aquella que considera una capacidad C, el
cual es utilizado principalmente para el trasporte de carga [7], ya que en cada vértice se
tiene un suministro o demanda; este tipo de VRP recibe la denominacién de Problema de
Enrutamiento de Vehiculos Capacitados (CVRP, por sus siglas en inglés) y su objetivo es
obtener rutas 6ptimas sin romper restricciones relacionadas a no rebasar la capacidad de
los vehiculos [2].
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Figura 1: Ejemplo de rutas trazadas en un VRP

Para un VRP o alguna de sus variaciones, la definicién de un modelo matematico que
determine su comportamiento, tomando en cuenta consideraciones de trasporte, son un
punto clave para la obtencién de las rutas que dan solucién al modelo. Este modelo sue-
le ser formulado mediante Programacién Lineal Entera (ILP, por sus siglas en inglés) la
cual es una extension de la programacion lineal (LP), en la que se imponen restricciones
adicionales a las variables de decision las cuales deben tomar valores enteros en lugar de
valores continuos, por lo que busca resolver problemas de optimizacién donde las solu-
ciones deben ser enteras [15].

En problemas donde las variables representan cantidades discretas o indivisibles, co-
mo en la planificaciéon de la produccién, asignaciéon de recursos, disefio de redes, entre
otros, la ILP se utiliza para encontrar la mejor solucién posible que satisfaga todas las res-
tricciones dadas, mientras se maximiza o minimiza una funcién objetivo [15]. En la Figura
se muestra el modelo de ILP para un CVRP, donde la Ecuacién (1) establece una fun-
cién objetivo que busca el costo minimo ci; mediante la variable de decisién binaria x;,
que toma el valor de 1 si la arista (i, j) es usada o 0 en caso contrario; las restricciones ex-
presadas en las Ecuaciones (2) y (3) establecen que haya una arista de entrada y una de
salida respectivamente para todos los vértices con excepcion el vértice {0} (identificado
como depdsito); las restricciones expresadas en las Ecuaciones () y (5) determinan que
haya K aristas salientes y entrantes al vértice {0}, es decir, que al depésito lleguen K rutas;
las Ecuaciones [p] y [7]se encarga de evitar la formacién de subciclos y de establecer las res-
tricciones de la carga acumulada mediante una variable auxiliar u; y una demanda d; en
cada vértice; el rango de las variables se definen en las Ecuaciones y @])

Envolvente Convexa

La envolvente convexa (convex hull) de un conjunto de puntos, se define como el poli-
gono convexo més pequefio. Un conjunto A es convexo sijunto con dos puntos cualesquiera

Informaticae Abstracta. Afio 2024, Vol. 2, No. 2



Envolvente Convexa para determinar puntos terminales 64

Funcién objetivo:

m§n Z Z Cij Xij (1)

ieV jeVv
Sujeto a:
D xi=1 Ve V\{0} @)
ieV
D xiy=1, Vie V\{0} (3)
jeVv
ino =K, 4)
ieV
Z X0j = Ka (5)
jeVv
u—uj+Cxxi5 < C—d; Vi,je V\{0},i#j,talqued; +d; < C (6)
di<uy <C, ieV\{0} (7)
Xij € {Oa 1}7 Vl?] eV (8)
u; =0, VieV\{0} 9)

Figura 2: Modelo de ILP para un CVRP

P, q este contienen el segmento s = [p, q], que contiene a todos los puntos del conjunto
[16]; por lo que la envolvente convexa, en términos geométricos, es como “envolver” un
conjunto de puntos en una “membrana eldstica” que se ajusta alrededor de ellos, de tal
forma que cualquier linea que conecte dos puntos dentro de la envolvente también se en-
cuentra dentro de esta [17].

Existen varios algoritmos comunes para calcular la envolvente convexa, entre ellos:

» Algoritmo de Graham (Graham scan): Ordena los puntos por el angulo polar res-
pecto a un punto base y, usando un recorrido de lista, identifica los puntos que per-
tenecen a la envolvente convexa.

» Algoritmo de Jarvis (Gift wrapping): También conocido como “envoltura de regalo”,
este algoritmo selecciona puntos sucesivos del convex hull hasta cerrar el poligono.

» Algoritmo de Quickhull: Similar al algoritmo de biisqueda QuickSort [18], que im-
plementa la estrategia “divide y conquista”, para encontrar los puntos extremos en
el espacio.

En la Ecuacién (10) se muestra la expresion de la envolvente convexa Conv para un con-
junto de puntos X, donde dado k puntos x1, x2, . . ., Xk y teniendo los coeficientes convexos
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a4, su envolvente convexa se define como:

k k
Conv(X) = {Z aixi | xi € X, € R,y 2 0, Z o = 1} (10)

4. Implementacién de la Envolvente Convexa a un caso de
CVRP

La integraciéon de la envolvente convexa al VRP se realiz6 mediante la aplicacién de
dicho método a cuatro conjunto de datos, cada uno con un destino distinto (escenarios).
En las siguientes secciones se describe la estructura de los datos, asi como el método para
obtener la envolvente convexa y su uso para el moldeo de ILP propuesto para los cuatro
escenarios.

Descripcion de los datos

Los datos utilizados se componen de cuatro conjunto de datos separados, en formato
CSV (comma-separated values), nombrados: datal.csv, data2.csv, data3.csv y data4.csv.
Los datos se construyeron con ubicaciones geogréficas de la distribuciéon de poblacién
en el Valle de Toluca, mediante uso de Cédigos Postales de México [19]. Estos conjuntos
de datos mantienen la misma estructura, teniendo los campos: LONGITUD, LATITUD y
VOLUMEN, que representan la coordenada en x, y y la cantidad de elementos en cada
punto, respectivamente. En cada conjunto de datos se establecié un depésito, siendo este
el primer registro del conjunto de datos, en donde las rutas obtenidas deben converger
hacia este punto; este elemento se determiné tomandolo como el punto central en cada
conjunto de datos.

Cada uno de los conjuntos de datos graficados sobre un plano cartesiano, se muestran
en la Figura 3| para cada uno la cantidad de puntos es variada; en la Figura 3a|se tienen 63
vértices (contando el destino) para el escenario 1, de igual manera en la Figura Bb|se tienen
80 vértices para el escenario 2, en la Figura 3c|70 vértices para el escenario 3 y finalmente
para escenario 4 en la Figura [3d|se tienen 22 vértices.
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Figura 3: Conjunto de vértices para cada de los escenarios (destinos)

Aplicacion de la Envolvente Convexa

La aplicacién de la envolvente, se realizé mediante el método QuickHull [20], el cual es
un método para calcular la envolvente convexa para un conjunto finito de puntos, lo cual
es ideal para los escenarios propuestos, su utilidad se debe a que emplea técnicas basadas
en la estrategia divide y venceras. La complejidad de esté método para el peor de los casos
se establece como O(n?), pero su complejidad promedio se estipula como 0(n.#log(n)) [20].

Para el caso de dos dimensiones, el método de QuickHull realiza los siguientes pasos :

1. Se busca un par de puntos 6ptimos, generalmente los puntos con menor y mayor
coordenada X, ya que estos siempre forman parte del cierre convexo.

2. Utilizar la linea entre ambos puntos para dividir el conjunto en dos subconjuntos
que seran procesados de forma recursiva.
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3. Determinar el punto situado a mayor distancia de la linea anterior y junto a los dos
puntos anteriores formar un tridngulo.

4. Todos los puntos situados en el interior del triangulo pueden ser descartados, ya que
no formaran parte de la envolvente convexa.

5. Repetir los dos pasos anteriores en los dos lados del tridngulo (no en el lado inicial).

6. Repetir hasta que no queden puntos sin clasificar; los puntos seleccionados forman
la envolvente convexa.

Modelo de ILP propuesto

Siendo G(V, A) una gréfica completa, con V como el conjunto de vértices y A siendo
conjunto de aristas; del conjunto V se tienen tres tipos de vértices {0}, S y F de tal manera
que V = {0} US UF; donde el vértice {0} representa al deposito, S al subconjunto de vér-
tices denominados paradas y F siendo el subconjunto de vértices denominados terminales.

Se considera que para cada vértice i € F se inicia una ruta y en el vértice {0} inciden
la totalidad de las rutas. En cada vértice i € V hay una demanda b; de tal manera que
en cada ruta la suma de la demandas de cada uno de sus vértices no debe exceder una
capacidad C. El modelo matematico de ILP se muestra a continuacion:

m§ﬂZ Z CijXij (11)

ieV jeV
D xiy=1, Yie V\{0} (12)
jeVv
D xi=0, VieF (13)
jeV
> xi=1, Vies (14)
jeV\{0}
> x5=0 (15)
jeV\{0}
> xio=1F| (16)
ieV\{0}
xii =0, VieV (17)
ui—uj+C>exij<C—bj Vi,jeV (18)
bi<u<C, VieV (19)
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Xij € {0, 1}, Vi,j ev (20)
w >0, VieV, (1)

La Ecuacién establece la funcién objetivo que busca las rutas con menor distancia;
la Ecuacién determina que haya una sola arista que salga de todos los vértices sin
considerar al depésito; la Ecuacion establece que para todos los vértices terminales,
no haya ninguna arista entrante desde otro vértice; la Ecuaciéon sefiala que haya una
sola arista de entrada para todos los vértices de tipo parada desde cualquier otro nodo sin
considerar el depésito; las Ecuaciones y determinan la cantidad de aristas de sa-
lida y entrada para el depdsito hacia los otros vértices, se sefiala que al depdsito deben
incidir tantas aristas igual el tamafio del conjunto F; la Ecuacion evita la generacion
de ciclos entre vértices iguales; las Ecuaciones y evitan la formacién de subciclos
y modelan la carga acumulada de pasajeros; la variable de decision xij se define en (20),
asi como la variable auxiliar u; definida en para modelar la carga acumulada y las
demandas b; en cada vértice 1.

5. Experimentacion

La implementacion de la envolvente convexa con el método QuickHull se realiz6 me-
diante la biblioteca scipy.spatial del lenguaje Python [21], [22]. Para cada uno de los es-
cenario descritos anteriormente se aplicé dicho método, en las gréficas de la Figura [ se
observan los puntos detectados para formar la envolvente convexa; para el destino 1 se ob-
tuvieron 8 puntos que conforman la envolvente convexa, ver Figura @ para el destino 2,
en la Figurafb|se determinaron 11 puntos que conforman su envolvente convexa y para los
destinos 3 y 4 en las Figurasddy[4d|se encontraron 7 puntos. La aplicacién de la envolven-
te convexa para cada escenario presentado encontré el subconjunto de vértices terminales,
estos vértices fueron etiquetados con un valor numérico de 2, el depésito fue etiquetado
con un valor de 0 y el resto de vértices se les asigné un valor de 1. Este etiquetado se al-
maceno en la estructura de datos de los archivos CSV en un nuevo campo denominado
TIPO, con la finalidad de servir como una categoria para determinar los subconjuntos de
datos para el modelo de ILP, denominados depdsito, paradas y terminales.

Para el modelo de ILP propuesto, se estableci6 la capacidad de cada ruta mediante el
pardmetro C, establecido en 600 para cada escenario; este valor se utiliza en las Ecuaciones
y (19), con el fin de establecer un limite de capacidad que no deben rebasar las rutas
obtenidas en cada escenario.
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(a) Rutas para el destino 1 (b) Rutas para el destino 2

(c) Rutas para el destino 3 (d) Rutas para el destino 4

Figura 4: Rutas obtenidas con el modelo de ILP

6. Resultados

Mediante el método Quickhull para obtener la envolvente convexa y determinar el sub-
conjunto de puntos terminales para cada escenario, y posteriormente alimentar el modelo
de ILP propuesto; se obtuvieron las rutas mostradas en las gréaficas de la Figura 5| En el
escenario 1 de la Figura 5alse obtuvieron 8 rutas que inician desde las terminales para di-
rigirse al depdsito; este escenario utiliz6 un total de 63 vértices. Para el conjunto de puntos
del escenario 2, en la Figura ob|se observa que se determinaron 11 rutas utilizando 80 vér-
tices. En la Figuras[5dy[5d|para los escenarios 3 y 4 respectivamente, el modelo determiné
un total de 7 rutas para ambos casos.
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Figura 5: Rutas obtenidas con el modelo de ILP

En la Tabla [I{ se muestran los valores obtenidos de la funcién objetivo, el nimero de
terminales establecidas por la envolvente convexa, el total de vértices y el tiempo de ejecu-
cién requerido para resolver el modelo para cada uno de los cuatro destinos establecidos.
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Tabla 1: Resultados de las métricas para valorar la calidad de los clusters

Des- Funcién  Num. ter- Total de Tiempo de
tino Objetivo minales vértices ejecucion
(seg)
1 2.54 8 63 8.836
2 3.59 11 80 6.704
3 2.46 7 70 7.459
4 0.76 7 22 0.7285

Con los resultados obtenidos podemos sefialar que la envolvente convexa para estable-
cer un subconjunto de puntos de inicio o fin de ruta facilita el modelo de ILP, por lo que
la solucién a este mediante métodos exactos se realiza en tiempos computaciones cortos.
Por otro lado observamos que entre més puntos tenga el conjunto de datos, mayor sera el
tiempo para obtener la solucién 6ptima del modelo

7. Conclusiones

Un método de envolvente convexa aplicado al tema del VRP, permiti6 determinar el
subconjunto de puntos terminales de manera eficiente, por lo que para un modelo de ILP,
donde se desea buscar rutas 6ptimas que inicien desde alguno de los vértices terminales y
que incidan a los vértices del subconjunto de puntos intermedios (paradas) para finalizar
en el depdsito o en caso contrario, inicien desde el depésito incidan por el subconjunto
de paras y finalicen en alguno de los elementos del subconjunto de terminales, permite
reducir los tiempos computacionales, asi como la determinacién de las rutas.

Utilizar una envolvente convexa cuando no se ha establecido un conjunto de puntos
especificos de inicios de rutas de transporte, permite determinarlos eficientemente; por lo
que aplicar este método previo a resolver un modelo mediante métodos exactos, reduce
el espacio de btisqueda de soluciones, lo que implica que los tiempos computacionales
para obtener una solucién 6ptima se ven minimizados, por lo que esta metodologia se
recomienda implementar en el 4rea de transporte de carga o de pasajeros, para situaciones
donde se busca encontrar rutas en un solo sentido.
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